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 ANNEAUX DE FONCTIONS p-ADIQUES
 LUC BELAIR
 Abstract. We study first-order properties of the quotient rings 9(V)/1 by a prime ideal 9, where
 9( V) is the ring of p-adic valued continuous definable functions on some affine p-adic variety V. We
 show that they are integrally closed Henselian local rings, with a p-adically closed residue field and field
 of fractions, and they are not valuation rings in general but always satisfy Vx, y(x Iy2 V y IX2).
 ?0. Introduction. Soit p un nombre premier et Qp le corps des nombres p-
 adiques. Soit V un ensemble algebrique irreductible de l'espace affine p-adique
 an et F (V) l'anneau des fonctions V -a Qp qui sont continues (pour la topologie
 p-adique) et definissables. On s'interesse a la theorie elementaire des anneaux
 quotients F(V)/0A oui 54 est un ideal premier. Le resultat principal est que les
 anneaux F(V)1/3? sont des anneaux locaux henseliens qui sont integralement
 clos, dont le corps des fractions et le corps residuel sont des corps p-adiquement
 clos, et qui sont presque des anneaux de valuation: ils verifient la propriety Va,
 b(alb2 V ba2), ou x y design la relation de divisibilite habituelle.
 Cet article fait suite a [B 1] oui nous avions etudie le cas d'une courbe. Les ideaux
 maximaux donnent alors des corps p-adiquement clos et les autres ideaux premiers
 donnent des modules d'une meme theorie d'anneau de valuation, a savoir celle
 des series de Puiseux p-adiques. Nous considerons ici la situation en general. Soit
 SpecF( V) le spectre premier de F( V), (Qp[V] l'anneau de coordonnees de V et
 Specp Qp [ V] le spectre p-adique de Qp [ V]. Notons que Specp Qp [Xi . .. , X4] peut
 etre identified a l'espace de types Sn (Qp) de [Pi], et que Specp Qp[ V] est un sous-
 espace ferme de Specp Qp [XI,... , X4] de favon canonique. Notre approche repose
 sur un homeomorphisme entre Spec F ( V) et Specp Qp [ V], (voir [B 1], proposition
 3.1). En effet, soit 54 un ideal premier de F(V) et Qap - *aQp une extension
 elementaire suffisamment saturee, le point de SpecpsQp[V] correspondent 'a 5
 peut etre represented par un homomorphisme a: Q{p[V] -* * Qp qui consiste en
 l'evaluation en un point non-standard x* e V(* Qp); 54 est alors le noyau de
 l'homomorphisme devaluation en x*, F(V) - * Qp et F (V)/3 - {f (x*) f E
 F(V)}. On utilise cet isomorphisme pour etudier les anneaux M(V)/3.
 Dans le ?1, on donne quelques proprietes algebriques des fonctions continues
 definissables, et on verifie que les anneaux F(V) sont de dimension finie gale
 a la dimension de V comme variety algebrique. Dans ?2 nous rassemblons les
 proprietes deja connues de nos anneaux et on montre qu'ils verifient la propriety
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 Vx, y (x y2 V y x2). Celle-ci entra1ne que les ideaux premiers sont totalement
 ordonnes par l'inclusion et on a des anneaux locaux. On montre que ce sont des
 anneaux integralement clos dans ?3. Finalement, dans ?4, on donne un exemple
 d'un ideal premier non maximal S? tel que F (QX) /30 n'est pas un anneau de val-
 uation, ce qui montre qu'on n'obtient pas en general la meme theorie elementaire
 que sur les courbes.
 Les anneaux du type F(V)/3,' ont deja ete considers dans le cas reel, i.e. oui
 on remplace partout ci-dessus Qap par R. Dickmann (voir [DI], [D2], [D3]) a
 etabli des resultats pour les varieties affines reelles. Ce sont aussi des exemples
 particuliers des anneaux reels clos de N. Schwartz (voir [Sc]). Notre approche
 s'applique aussi au cas reel, avec des resultats analogues. Nous croyons que nos
 resultats nous amenent essentiellement au meme point que dans le cas reel.
 Soit S C a' un ensemble definissable et F(S) l'anneau analogue a F(V). La
 plupart des resultats ci-dessous s'appliquent aussi aux anneaux F(S)/1'9 oui S est
 localement ferme, pour lesquels on a un homeomorphisme entre Spec '(S) et un
 sous-ensemble S (voir ci-dessous) de SpecP Qp [XI, . , Xn] (voir [B 1], corollaire
 3.4). Le cas des varieties affines V se ramene au cas de Qp lui-meme, par un
 theoreme d'extension 'a la Tietze-Urysohn qui assure que si F C a n est un ferme
 definissable alors l'homomorphisme de restriction F'(Qn) - '(F) est surjectif.
 En effet, par le theoreme 5.5 de [Ha] il existe un ouvert U D F et une retraction
 continue et definissable r: U -? F, et par le theoreme 5.4 de [Ha] il existe des
 fonctions 'p,y., c F (Qn) telles que 'p + r = 1, pIU' = 0 et yVIF = 0; ainsi
 f e F(F) est la restriction de 'pg + y c '(pQ, ou g = f o r. Un tel theoreme
 existe dans le cas reel (voir [BCR], proposition 2.6.9). Une reduction plus fine
 serait une "parametrisation definissable" comme la proposition 3.2 de [B 1]: e.g., si
 d = dim V, alors il existe un ideal premier d de ('(Qd) tel que F((Qd)/a -( V)/
9.
 Nous utilisons la notation et la terminologie de [B1] auquel nous renvoyons.
 Rappelons-en toutefois quelques elements. Anneau sera synonyme d'anneau uni-
 taire commutatif et definissable sera synonyme de definissables avec parametres
 dans le language des anneaux. On utilise les predicats auxiliaires suivants avec
 l'interpretation indiquee dans les anneaux: Rn(x), n > 1, Rn(x) + :y(xyn = 1);
 Pn(x), PR(x), n > 2, Pn(x) - :y(yn - x), Pj(x) *-3 X 7 0 A Pn(x); D(x,y),
 T(xy), D(x,y) R,(x) A R(x8 +py8), T(x,y) *-> x 0 A Pj(x8 + py8), ou
 6 = 3, sip =2, e = 2, sinon. Pourn > 2, An = {ipr: O < r < n, I < A <
 p2t+1, (A, p)= 1, n = mpt, (m, p) l} 1. On design par vp la valuation p-adique
 dans les corps p-adiquement clos. On sait que vp(x) < Vp (y) ** T(X, y).
 Nous utilisons aussi la notation suivante. Dans un espace spectral (i.e. homeo-
 morphe au spectre premier d'un anneau), on dit qu'un point ft est une specialisation
 d'un point a si ft appartient a l'adherence de {oa}. La relation de specialisation
 definit un ordre parties sur les points: oa < ft si et seulement si ft est une specialisa-
 tion de a. La longueur d'une chaine de specialisations ao < a, <. < awn est n. La
 dimension (combinatoire) d'un espace spectral est le supremum des longueurs de
 chaine de specialisations. Ainsi la dimension d'un anneau est gale a la dimension
 de son spectre premier comme espace spectral. Tout ensemble definissable S C Qn
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 induit un sous-ensemble S C Specp Qp [XI,.. , Xn] tel que S C S par l'inclusion
 canonique Q? S- Specp Qp [XI,... , X, ] (voir [BI] ?0). Soit A un anneau et a E
 Specp A, on associe 'a a l'ideal premier ?(a) {a c A: a e [(p(a)]}, ou (p(a) est
 la formule (a 0 O), et [(p (a)] le sous-ensemble de Specs A associe a la formule (p (a)
 (voir [Bi], ?0). On note Qfp le complete de la cloture algebrique de Q?p pour la
 valuation p-adique, Ix Ip la norme p-adique sur Qp normalisee telle que IPIP = p-1,
 et v la valuation de Qp (voir e.g. [Am]). Pour a C Qp et 3 e IR, c > 0, on pose
 BQ(a,) {x E Qp: Ix- aIp < 3}, et pour un corps intermediaire Qp C K c Qp
 on pose BK(a, 6) = Bn (a, 5) n K, en particulier on pose B (a,56) = Bn(a, 6) n Qp.
 On fixe Q?p - *Qp une extension elementaire suffisamment saturee.
 Je remercie D. Barsky pour ses indications sur le polygone de Newton.
 ?1. Fonctions continues definissables. Les fonctions p-adiques definissables ont
 ete etudiees plus precisement avec les theoremes de decomposition cellulaire ou
 cylindrique p-adique (voir [De2] et [SV]). Nous nous limitons ici 'a rassembler
 quelques proprietes algebriques des fonctions continues. On suit d'abord l'expose
 de Dickmann sur les fonctions reelles (voir [D2], ?9).
 C'est une consequence du theoreme d'elimination de Macintyre que les fonc-
 tions definissables p-adiques sont algebriques. A cause du manque de connexite de
 ?p, une fonction continue algebrique, meme sur un ouvert, nest pas necessaire-
 ment definissable contrairement a la situation dans le contexte de R; elle est par
 contre localement definissable.
 PROPOSITION 1. 1. Soit f: S -* Qp unefonction sur un sous-ensemble definissable
 Sde Q.
 (1) Si f est dffinissable alors f est unefonction algebrique, i.e. il existe F (X, Y)
 E Qp[X, Y] tel que F(x, f(x)) = 0, pour tout x e S.
 (2) Si f est continue et algebrique, alors tout x E S possede un voisinage ouvert
 U tel que la restriction f Iuns est dffinissable.
 DIMONSTRATION. (1). Voir [SV], lemme 1.2.
 (2) Soit F(X, Y) un polynome sur Qp tel que pour tout x c S on a F(x, f (x))
 0. Par le lemme 1.1 de [SV] il existe une partition de S en un nombre fini
 d'ensembles definissables T tel que pour tout x E T, il existe un voisinage ouvert
 U et des fonctions continues definissables F1, . . . , Fk : T n U -* Qp, qui donnent
 les racines (distinctes) de F dans Qp. Par continuity, f doit coincider avec l'un
 des Fj sur un voisinage ouvert U0 C U de x. U
 Sur un ouvert definissable U C Qn, une fonction algebrique f possede un
 polynome minimal. En effet l'ideal If {F Ec Qp[X, Y]: pour tout x E U,
 F(x, f (x)) = 0} est principal (voir [D2], proposition 9.3) et on prend un generateur
 dont le plus grand commun diviseur des coefficients est 1. Un polynome minimal
 est un polynome de plus petit degree en Y dans If et est essentiellement unique,
 mais pas necessairement irreductible. Par exemple, soit n > 2 fixed et el,. . . , ek N
 un system exact et complet de representants des translates du groupe multiplicatif
 Pn des puissances n-iemes de Qp. Soit z la fonction defini par r(0) = 0 et z(x) = ej
 si x E ejP', et soit 3(x) = xr(x). Alors b E F(QXp) et son polynome minimal est
 (Y - eiX) ... (Y - ekX). Cependant on a
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 PROPOSITION 1.2 (cf [BR], proposition 8.13.15). Soit U C (p un ouvert definiss-
 able, f E F (V), F un polynome minimal de f, et F = F1 .. Fk la decomposition
 de F en facteurs irreductibles dans Qp[X, Y]. Alors on a
 (1) Les Fi sont distincts.
 (2) Soit Qi = F/Fi et Ui = {x c U: F (x, f (x)) :& O}, alors les U1 sont des
 ouverts disjoints non vides et pour tout x E Ui, Qi (x, f (x)) = 0.
 (3) Ui U1 est dense dans U.
 DtMONSTRATION. (1) et (2) decoulent de la minimalite de F. Pour (3), sup-
 posons que U \ Ui Ui contienne un ouvert non vide W. Soit f w la restriction
 de f a W, G un polynome minimal de f w, et Q un facteur irreductible de G.
 Or, pour tout i on a Fi(x, f w(x)) = 0 sur W. Ainsi on a Fi C (Q) pour tout i,
 ce qui est absurde puisque les Fi sont irreductibles et distincts. U
 De faqon semblable au cas reel, les fonctionsp-adiques continues et definissables
 d'une variable possedent un developpement en serie de Puiseux (voir [SV], lemme
 2.5). Nous avons deja exploited ce phenomene pour etudier F (Qp)/- (voir [BI].
 Elles satisfont aussi une inegalite de Lojasiewicz (voir [BS], theoreme 2.5) qui est
 a la base l'homeomorphisme entre Spec F (V) et Specp Q?p[V]. Une consequence
 de cet homeomorphisme est que les anneaux F(V) sont de dimension finie gale
 a celle de V comme variety algebrique, puisqu'il en est ainsi de la dimension de
 Specp Qp [ V] comme espace spectral. Ces faits sont bien connus dans le cas reel
 (voir [CR], ?8) et l'analogue p-adique se demontre de faqon semblable. Nous
 esquissons ici la preuve qui couvre le cas plus general des ensembles definissables.
 DtFINITION 1.3 (cf [CR], ?8). Soit S C (Qn un ensemble definissable et x e S.
 La dimension p-adique de S en x, notee dimp (S, x), est definie comme etant le
 supremum des longueurs de chaines de specialisations de points de S se termi-
 nant en x. La dimension p-adique de S, notee dimp S, est le supremum des
 dimp (S, x) pour x e S. Notons que si S = V est une variety affine, alors
 dimp V = dim Specp QP Q V].
 LEMME 1.4. Soit A un anneau, alors toute chaine de specialisations, de Specp A
 induit une chaine de specialisations d'ideaux premiers de A de la meme longueur.
 Ainsi dim Specp A < dim Spec A = dim A.
 DtMONSTRATION. On associe a a e Specp A l'ideal premier 0 (a), et il est clair
 que si a < /B, alors .(a) C .P(fl). Il suffit donc de voir que si a < ,B alors
 9(a) c 90(f). Supposons a < , et 9.(a) = .9(/3). Par hypothese il existe un
 ouvert du type Dn(a), pour un n > 2 et a e A, tel que a G Dn(a) et ,B , Dn(a).
 Mais ,B E Di(a) puisque 54 (a) = 35(f). Alors il existe e e An tel que Pn(e) n'est
 pas vrai dans Qp et ,B E Dn(ea). Mais ceci entraine a G Dn(ae) car a < f6, ce
 qui est absurde puisque Dn (a) n Dn (ea) = 0. U
 Une consequence immediate de ce lemme est que dimp S < dim Sz, ou S est
 la fermeture de Zariski de S dans pm et dim est la dimension au sens de la
 geometrie algebrique.
 LEMME 1.5 (cf. [CR], proposition 7.5). Pour tout x dans (Qn, n il y a dans
 Specp Qp [XI,.. . , Xn] une chalne de specialisations de longueur n et se terminant
 en x. Ainsi dim Specp QXp[Xi, . . ., Xn] = dimp Qn = n.
 DtMONSTRATION. Soit x* un point non standard tel que Zvp (xn* - xn) >
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 Zv,(x*-, - xq-I) > ... > Zvp(xj - x1) > vp(Qp), et soit ogo le point de Specp Q(p[XI, ..., Xn ] induit par x *. Soit oi le point de Specp Qp [XI,... , Xn] induit
 par (x, .. ., x , xn-i+l, ... ., xn). Alors Ol s'identifie 'a x et ao < a, < ... < an =
 x est une chaine de specialisations de longueur n. D'autre part on sait dej'a que
 dim Specp Q2p[X, .. . ,Xn] < dim Qp[X,. . . Xn] = n. *
 REMARQUE 1.6. Ce lemme s'applique 'a tout ouvert definissable U C (n avec
 une chaine de specialisations dans U.
 PROPOSITION 1.7 (Cf. [CR], proposition 8.11, et [SV], theoreme 3.4). Soit S C
 Q un ensemble definissable non vide, et d la dimension de la fermeture de Zariski
 de S dans Qfi, au sens de la geometric algebrique. Alors d = dimp S.
 DtMONSTRATION. Par le lemme 1.4 on peut supposer d > 1. Il reste a voir
 que d < dimp S- Soit S = VI U ... U Vk, ou les Vi sont irreductibles. Alors
 S n viz = Vi, et on peut supposer que S = V est irreductible. On peut exprimer
 S sous la forme d'une reunion d'ensembles S,,.. ., Sk de la forme Si = Z(f i) n U7,
 oui fi est un polynome et U7 un ouvert definissable. Puisque V est irreductible,
 on doit avoir Sz = V pour un certain i, disons SZ = V. Alors V C Z(f1) car
 la fermeture de Zariski est monotone et Z(f1) un ferme de Zariski. Ainsi on a
 z E S <-4 z E V & z E U1. Puisque le lieu singulier de V est un sous-ensemble
 algebrique propre de V, S, n'y est pas inclus et contient un point non singuliery (cf.
 [BCR], proposition 3.3.13). Par le critere jacobien (voir [BCR], definition 3.3.1)
 et le theoreme des fonctions implicates, il existe un voisinage definissable ouvert de
 y dans V, qui est homeomorphe par un homeomorphisme definissable a un ouvert
 definissable de Qd. Par la remarque 1.6, on obtient une chaine de specialisations
 dans Specp Qp [V] de longueur d et se terminant en y. Puisque y E S, est ouvert
 dans V, Si est aussi ouvert dans Specp Qp[V] (voir, par exemple, [B1], corollaire
 3.6) et cette chaine de specialisations doit se trouver dans S1, d'oui dimp (SI,y) > d,
 et donc dimp(S,y) > d. U
 La dimension p-adique dimp S coincide donc avec celle introduite dans [SV]
 (cf. theoreme 3.4; voir aussi [VD]).
 ?2. Anneaux p-adiques. Dans ce paragraph nous rassemblons quelques pro-
 prietes des anneaux '(V)/.. Considerons F(V)/.9, x* c V(*QP) un point
 non-standard correspondent a 9 et A = {f(x*): f e &' (V)} lg.
 PROPOSITION 2.1. (a) ([Bi], lemme 3.9) Soit n > 2, a c A tel que a $8 0 et
 * t Pn (a), alors A l= Pj (a).
 (b) ([B 1], corollaire 3.10) Pour tout n > 2, A k a =A 0 -> VeCAn ]b(a = ebn).
 (c) ([B1], lemme 3.11) Soit aj G A tels que vp(ai) = 0 et vp(a;) > vp (p), pour
 j > 1. Alors il existe y G A tel que yn + al yn-i + + a = 0 et vp(y) = 0.
 (d) ([B1], corollaire 3.12) Si 3D est maximal alors F(V)/?51 est un corps p-
 adiquement clos.
 (e) Le corps des fractions de A est p-adiquement clos.
 DtMONSTRATION. (e). Le corps des fractions de F(V)/1A est canoniquement
 isomorphe au corps residual du localism g(V4, et par le corollaire 3.3 de [Pi] ce
 dernier est un corps p-adiquement clos. U
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 On peut donner un argument direct pour montrer que le corps residuel du lo-
 calise' F(V)gS estp-adiquement clos, et donc aussi le corps des fractions de F(V)/
 9. Nous l'esquissons ici; il met en relief un lien plus etroit entre Specp Qp [ V] et
 Spec F(V).
 LEMME 2.2 (cf [CC], ?3). Soit f c F (V) et U = {x c V; f (x) : O}, alors
 F (U) est isomorphe au localise F (V)f.
 DtMONSTRATION. Par la proposition 3.3 de [B1], on a pour tout g c F(U) un
 entier N tel que la fonction fN g prolongee par 0 appartienne 'a F(V). Ceci
 assure que l'homomorphisme naturel F(V)f -? F(U) est surjectif. I1 est injectif
 puisque son noyau est l'ideal des fonctions g tel que f * g = 0. B
 Ce lemme entra1ne que l'espace annele (Specp Qp[ V], Fg), oui F9 est le fais-
 ceau des fonctions continues definissables, est isomorphe au schema affine de
 l'anneau F(V), comme dans le cas reel (voir [CC], ?3).
 Dans [Bi] nous introduisions la theorie ALpC qui axiomatise les anneaux lo-
 caux henseliens dont le corps residue est p-adiquement clos. Par commodity nous
 la reproduisons ici, c'est la theorie d'anneau formee des axiomes suivants:
 (i.O) axiomes d'anneau;
 (i.l) 0 1 -1;
 (i.2) R1 (x + y) - R1 (x) V R1 (y);
 (i.3) Rn (x) -? R1 (x - y) V Rn (Y);
 (ii.1) D(x,y) +-+ RI(x) AR.(x8 + py8), e 3, si p 2, e = 2, sinon;
 (ii.2) U(x) D (x, 1) A D (1, x);
 (ii.3) R1 (x) - D (x, y) V D (y, x);
 (ii.4) D (x, y) A D (y, z) -*D (x, z);
 (ii.5) D (x, y) A D (x', y') - D (xx', yy');
 (ii.6) D (x, y) A D (x, y') D (x, y + y');
 (iii. 1) D (p, 1) -1;
 (iii.2) D(1,x) -) V{D(p,x - i): 0 < i < p};
 (iii.3) D(x, 1) V D(p, x);
 (iii.4n) RI(x) -) V{Rn(ex);e e An};
 (iVn) A\ftU(xl ), D(p, xj) : I < j < n} _ ~y (y n + Xly n-I + *+ Xn = O A U(Y)).
 PROPOSITION 2.3. On a F(V)g k= ALpC, en particulier son corps residuel est
 p-adiquement clos.
 DtMONSTRATION. Par le lemme precedent on a F(V)g - limx-cujF(Ut), oui
 les U, sont les ouverts definissables de V qui contiennent x*. Verifions l'axiome
 (i.3). Soit B = limx*cu EF(Ui), x,y e B, represents disons par f, g c F((Ui)
 respectivement, tel que B l= Rn (x). Alors il existe Uj c U1 et h e F(Uj) tel que sur
 Uj, f =hn et f est non nul; en particulier comme x* c Uj, on a f (x*) = h(x*)n.
 Si g (x*) 7& f (x*) alors x* appartient a l'ouvert {x e U1 : g (x) 7& f (x) } et on
 a B k RI (x - y). Sinon, alors g (x*) = h (x*)n : 0 et x* appartient a l'ouvert
 U - {x c U: P (g(x))}. En utilisant par exemple les fonctions de Skolem
 explicites de [Del], on peut definir une fonction (: U -a Qp continue et definissable
 telle que pour tout x C U, g (x) = C (x)n 7& 0, d'oui B l= Rn(y). Les axiomes (ii) et (iii)
 se traitent de favon similaire. Pour (ivn), soit aj represented par f j c '( Ui) tel que
 pour tout x c U, on ait vp (f I (x)) = 0 et vp (fj (x)) > 0, pour j > 1. Alors pour tout
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 x C Ui il existe un seul et unique y e Qp tel que y? + f I (x)y'+1 + + fn (X) = 0
 et vp (y) = 0. Ceci definit une fonction C: U --> Qp, et on verifie facilement
 que l'unicite en question et la compacite de 7p entraine que C est continue. Ainsi
 C c '(U1) et le germe de C donne la racine cherchee. U
 LEMME 2.4. On a A k T (x, y) A Ri (x) <-+ D(x, y).
 DNmONSTRATION. (- ) Supposons T(x, y) et x inversible. Il suffit de verifier
 que x8 + py7 est inversible. Mais sinon, alors x8 + py7 E A, pour un certain
 ideal maximal A', et on aurait x --py7 et x # 0 modulo A', ce qui contredirait
 l'existence d'une valuation p-adique sur A/A' puisque A/A' estp-adiquement clos
 (proposition 2.1 (d)). U
 DtFINITION 2.5. Soit ApC la theorie d'anneau obtenue de ALpC en supprimant
 (i.2), (i.3) et en remplaqant partout dans les autres axiomes D(x, y) par T(x, y),
 et RI (x) par x 7& 0.
 LEMME 2.6. On a A t ApC.
 DtMONSTRATION. On sait que *Qap t ApC ([Bi], lemme 1.4). D'autre part,
 apres traduction, les axiomes (i), (ii), (iii) de ApC sont universels en termes des
 predicats Pn. Le resultat decoule donc directement de la proposition 2.1. U
 LEMME 2.7. On a A k T(x, 1) -* RI (x).
 DNMONSTRATION. Supposons x, z E A, x #& 0 tels que x8 + p = z8. Or on
 a toujours que z6 - p est inversible dans A, sinon z' - p C A pour un certain
 ideal maximal A' et on obtient une contradiction comme ci-dessus en passant au
 quotient modulo A'. Ainsi x8 + p - p = x8 est inversible et x est inversible. U
 La derniere propriety que nous mettons en evidence est analogue a la propriety
 0 < y < x -* x y2 des anneaux reels clos de N. Schwartz. Nous avons d'abord
 besoin de l'observation suivante. Fixons un ordre (arbitraire) sur les translates du
 sous-groupe multiplicatif P,, ou z = 2, si p =2, c = p-1, sinon. Pour x, y C Qp,
 on definit les fonctions suivantes.
 X, Si X = y,
 x, si v(x) < v(y) etx y 0,
 inf(xy) ={Y si v(y) < v(x) et y 0,
 z, si x yetv(x)=v(y), oui iz=xouyselonque
 2 2 appartienne au plus petit translate de Pl;
 ( x, si x = y,
 | x, si v (x) > v (y) et y 70,
 sup(x,y) = y, si v(y) > v(x) et x 0,
 z, si x :& y et v(x) = v(y), oA z = x ou y selon que
 X2Y 2X appartienne au plus grand translate de P.
 Par la preuve du lemme 7.1 de [Del] sur les fonctions de Skolem definissables, les
 fonctions inf et sup sont bien definies. On verifie directement qu'elles appartien-
 nent a F(Q2).
 LEMME 2.8. On a A k T (a,b) -* aIb2.
 DtMONSTRATION. Soit a, b E A, a = f(x*), b = g(x*), alors fi (x) =
 inf(f(x), g(x)) et gi (x) = sup(f(x), g(x)) appartiennent a F (V). Prenons un
This content downloaded from 132.208.68.179 on Thu, 07 Apr 2016 20:25:35 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms
 ANNEAUX DE FONCTIONS p-ADIQUES 491
 ordre sur les translates de P' de sorte que fi(x*) = f (x*) et g,(x*) = g(x*).
 D'autre part, on note que pour tout x C V on a v, (fI (x)) < VP (gi (x)), si f I (x) 74 0,
 et f I (x) = 0 entraine g, (x) = 0. Il s'ensuit que la fonction h = g f 7 prolonged
 par 0 sur Z(f1) appartient 'a F(V), et gi(x)2 = h(x)fI(x), pour tout x E V.
 Posant c = h(x*), on obtient b2 = ca. U
 COROLLAIRE 2.9. (1) On a A k Va, b (a l b 2 V b|a 2).
 (2) Les idcaux premiers de A sont lineairement ordonnes par l'inclusion.
 (3) A est un anneau local.
 DtMONSTRATION. (1). Par le lemme 2.6 on a T(a, b) ou T(b, a), pour tout
 a,bEA, a# 0. U
 REMARQUE 2.10. Soit f,g c F(V) et f,g les elements correspondents dans
 F ( V)/,A. La preuve du lemme 2.8 indique que T(f, g) Si et seulement si il existe
 f i, gi Fc(V) tel quef f _ I mod3S', g-g, mod3,' et pour tout x EV v, (P I(x)) <
 vp (gi (x)). On se rapproche donc de la structure naturelle d'anneau reticule de
 F (V) du cas reel.
 Le corollaire 2.9(2) entraine que dans l'anneau F(V) les ideaux premiers qui
 contiennent un ideal premier donned sont totalement ordonnes par l'inclusion.
 D'oui le resultat suivant, qui en donne la traduction topologique dans Spec F( V),
 qui se transmet 'a SpecP QP [ V].
 COROLLAIRE 2.11. Dans Spec F( V) et Specp Qfp[V], les specialisations d'un point
 forment une chaine totalement ordonnee. En particulier, Spec F ( V) et SpecP QP I V]
 sont des espaces spectraux normaux, i.e. ou l'adherence d'un point contient un unique
 point ferme.
 REMARQuE 2.12. La propriety de SpecP QAp[V] mise en evidence dans le corol-
 laire precedent est une propriety generate des spectres reels inherente 'a la notion
 d'ordre (voir [CR], proposition 2.1). C'est aussi une propriety generate des spec-
 tres p-adiques, i.e. dans le spectre p-adique d'un anneau, les specialisations d'un
 point forment une chaine totalement ordonnee. En effet, soit B un anneau et
 a, ,6, y E SpecP B tel que a < ,B et a < y. Supposons que ni ,B ni y ne soient une
 specialisation l'un de l'autre. Alors il existe b, c E B et des formules p (x), V/ (y)
 qui definissent des fermes, tel que /B E [p(b)], y V [(p(b)], y E [y(c)] et ,B V [yV(c)].
 Par le lemme 3.8 de [B 1], il existe des fonctions continues definissables f (x), g (y)
 tel que / E [f(b) 0], y E [f(b) 7 0], y E [g(c) = 0], f/ E [g(c) 7& 0]. On
 a alors a c [f (b) 7 0 & g(c) + 0], d'ouit a c [T(f (b),g(c)) V T(g(c), f (b))] et
 ainsi a c [T(f(b),g(c))] ou a E [T(g(c), f(b))]. Si a c [T(f(b),g(c))], alors
 ,B e [T(f(b), g(c))], puisque a < /B, mais comme /B c [f (b) = 0] on obtient
 /3 c [g(c) = 0], ce qui est absurde. De meme si a E [T(g(c), f (b))]. U
 PROPOSITION 2.13. On a A l= ALpC.
 D1MONSTRATION. Les axiomes (i.0)-(i.2) disent qu'on a un anneau local. Veri-
 fions (i.3). Soit x, y E A tel que x est inversible et x - y n'est pas inversible, et
 b e A tel que x = bn. Alors y est inversible et on a c e A et e e An tel que y = ecn
 (proposition 1.1), d'oui bn _ ecn modulo l'ideal maximal .4t de A. Comme A/
 4' est p-adiquement clos on doit avoir e = Cn pour un certain C c Qp, et ainsi
 y = (Cc)n. Les autres axiomes decoulent des lemmes 2.6 et 2.4 et de leur forme
 particuliere. Par exemple l'axiome (ii.5): par les lemmes 2.6 et 2.4 on se ramene
 a voir que Si x et x' sont inversibles alors xx' l'est aussi, ce qui est bien le cas.
This content downloaded from 132.208.68.179 on Thu, 07 Apr 2016 20:25:35 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms
 492 LUC BELAIR
 Dans [BI] (definition 2.1) nous introduisions la theorie AIpC qui est un ana-
 logue p-adique des anneaux reels clos de Cherlin et Dickmann (voir [CD]). Precise-
 ment, AIpC est la theorie d'anneau de valuation non triviale obtenue de ALpC
 en demandant en plus que chaque entier soit inversible et en remplavant l'axiome
 (iii.4,) par x :& 0 -* VeEA 3y(x = ey'). Par la proposition 2.1 et le corollaire 2.9,
 A est un anneau de valuation si et seulement si c'est un module de AIpC. Voici
 la propriety de AIpC qui fera defaut dans notre exemple au ?4.
 LEMME 2.14. On a AIpC t T(x,y) -4 x y.
 D1MONSTRATION. Soit A t AIpC et x, y E A, x :& 0, tel que T(x, y). On peut
 supposer y :& 0. On a x-Iy E A ou xy-l E A. On sait d'autre part que T definit
 la relation de divisibilite d'une valuation p-adique sur A, qui se prolonge de facon
 unique 'a son corps des fractions ([BI], proposition 2.4). Si x-Iy c A, on a fini.
 Si xy'- E A, alors en passant par le corps des fractions on tire de T(x, y) que
 T(xy-, 1); par le lemme 2.7, xy-l est inversible, i.e. x y E A. U
 Cette propriety est analogue 'a la propriety 0 < y < x x jy des anneaux reels
 clos de Cherlin et Dickmann. Rappelons que ceux-ci peuvent etre axiomatises
 par cette propriete et le fait que tout element positif soit un carre et que tout
 polynome unitaire de degree impair ait une racine. De facon semblable, on obtient
 une axiomatisation equivalent de AIpC en ajoutant l'axiome T(x, y) -* xy 'a la
 theorie precedent ApC (AIpC t ApC, cf. preuve du lemme 2.14). Cette remarque
 equivaut 'a la proposition 2.5 de [B1].
 ?3. Integralement clos. On montre maintenant que les anneaux F(V)/sD sont
 integralement clos. Illustrons la structure de la preuve en considerant le cas reel.
 Comme nous l'avons dej'a mentionne, notre approche s'applique aussi aux anneaux
 F'(V)/,A oui on remplace partout Qp par IR. Soit donc 9 un ideal de fonctions
 reelles, ]R -< *]jR une extension elementaire suffisamment saturee, x* E V(*R) un
 point non-standard de V correspondent a 9, et soit A = {f (x*): f e ( V) }. Soit
 F (X) = Xm + gl (X*)xm-l + - ' ' + gm (X*), gi (x*) E A, il faut voir que toute racine
 de F appartenant au corps des fractions de A se trouve dej'a dans A. Considerons
 F(X, x) = Xm +gl (x)Xm-l + . . +gm (x) comme fonction de IR x RI dans IR et soit
 les fonctions pi: ]Rn- - IR, i = 1, . . . , m, oui les pi (a) designent les parties reelles des
 racines complexes du polynome F (X, a) compte tenu de la multiplicity et rangees
 en ordre croissant i.e. p1(a) < p2(a) < ... < pm (a). On sait par le theoreme de
 Rouche que les Pi sont des fonctions continues ([GJ], ?13.3, p. 174) et on note
 qu'elles sont aussi definissables (e.g. voir [D1]). Comme I - *-R, on obtient que les
 racines de F(X) dans *IR sont toutes parmi p1 (x*), ... , pm (x*) E A, ce qui etablit
 le resultat. Pour transposer cet argument au cas p-adique on verifie ci-dessous
 (1) qu'on dispose d'une fonction ?partie p-adique>> sur une partie adequate de la
 cloture algebrique de Qp, (2) que cette <<partie p-adique>> permet d'obtenir des pi
 qui sont bien des fonctions definissables, et (3) que ces pi sont bien des fonctions
 continues; les points (1) et (2) ont deja e'te mis en evidence par Denef ([Del],
 preuve du lemme 7.2) et (3) s'obtient de la theorie du polygone de Newton dans
 Qp qui donne un analogue du theoreme de Rouche.
 3.1. Avec la meme notation que ci-dessus mais de retour au cas p-adique, soit
 F(X) = Xm + g (x*)Xmi- + + gm(x*), gi(x*) E A, et F(X,x) = Xm +
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 g9 (x)Xmn1 + + gm (x) vu comme fonction de Qp x (2 dans Qp. Comme
 m est fixed et que Qp n'a qu'un nombre fini d'extensions d'un degree donned dans
 une cloture algebrique, il existe une extension finie K/Qp telle que K contienne
 les racines de tout polynome de degree m sur Qp. Fixant un tel K et une base
 41 = 1, 42, * * *, dde K sur Qp on obtient une fonction ?partie p-adique>> p: K
 Qp, p(YAi i) = ,1, et pour tout x E Qnp K contient les racines de F(X, x).
 3.2. Soit G(X, x) = Xm + xiXm-I + + xm le polynome unitaire generique
 de degree m en X. Notons qu'en interpretant K dans d a l'aide de la base
 1, ... rd, les ensembles suivants sont des sous-ensembles definissables de Qflm+l
 S {(x,y) E ?m + y = p) pour un certain 4 E K tel que GG(,x) = O} et
 Sk {(X,y) E Qtfm+l y = p() pour exactement k racines 4 E K, GG(,x) = 0,
 compte tenu de la multiplicity}, k = 1,... , m. En utilisant les fonctions de Skolem
 explicites de Denef ([Del], lemme 7.1) on obtient une fonction definissable p1:
 m Q ?p telle que pour tout a E Qm7 (a, pi(a)) E S. Considerant maintenant
 S(2)-{(x, y) E( m+: (x, y) E S et y & pi (x)} on obtient une fonction definissable
 P2 : -Qm Q, ?p tel que pour tout a E ?m, ou bien P2(a) = p1 (a), si (a, pi (a)) E Sk
 pour un certain k > 2, ou bien (a, P2(a)) E S (2). Continuant ce procede on obtient
 inductivement des fonctions definissables P1,... , Pm : Q Qp tel que pour tout
 a E pm on ait {y E Q(p: (a,y) E S} {pI(a),. ..,pm(a)} et pour (a,y) E Sk et
 t = min{i: y = pi(a)}, on a pt(a) = pt+1(a)= =Pt+k-?l(a) et pi(a) #& pt(a), i$
 t,t + 1, ...,t + k - 1. Les fonctions definissables ri(x) = pi(gi(x),. . .,ggm(x))
 donnent alors les parties p-adiques>> des racines du polynome F (X, x) comme
 fonctions de x et compte tenu de la mutiplicite.
 3.3. Il suffit maintenant de voir que les fonctions pi sont aussi continues. Soit
 a E Cm et rl,.. ., rh les valeurs distinctes parmi p1 (a), .. , Pm (a) tel que rj = pi, (a)
 avec i4 < i2 < < ih, et soit Wj une boule centree en rp. On peut supposer les
 Wj disjoints. Il suffit de trouver un voisinage U de a tel que pour tout b e U,
 si Pk(a) = r. alors pk(b) e Wj. Travaillons dans K. Pour j 1,...,h, soit
 F1 c K une reunion de boules disjointes tel que p(Fj) c Wj et que Fj contienne
 toutes les racines ae de G (X, a) tel que p(ae) = rj avec une seule racine par boule.
 On peut trouver de tels Fj en utilisant une base separante de K/Qp i.e. tel que
 v(xll + - + Xd=) min v(xiji)(e.g. voir [Del], preuve du lemme 7.2, pp. 15-
 16). On peut supposer les boules de la forme B(G, q), oui q E Q. Pour b (E ?m et
 q (E Q, et 4 E K, soit
 G(X,b) =(X _,)m +bm-, (X-4)M-1 + + b (X-,) + bx
 et posons:
 v(Gb,q) inf{v(b') +iq: : < i <m},
 N(Gb, q) sup{i : v(b') + iq = v(Gb, q)}
 Citons un cas particulier de la theorie du polygone de Newton qui permet de
 compter les racines d'un polynome dans une boule, compte tenu de la multiplicity.
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 LEMME 3.3.1 (cf. [Am], corollaire 4.5.5). Soit B = B (,, q), K, q E Q, q: O,
 soit b E Q et Z {z E K : G(z,b) =0 et z E B}, etpour z E Z soit yu(z) la
 multiplicity' de z comme zero de G(X,b). Alors EZ AU(z) N(Gb,q).
 D'autre part on voit qu'il existe un voisinage U de a tel que pour tout b E U
 et chaque boule BQ(,, q) apparaissant dans un des Fj on ait N(Gb, q) = N(Ga, q).
 Par le lemme 3.3.1 on a que pour tout b E U, Fj contient autant de racines de
 G (X, b) que de G (X, a) compte tenu de la multiplicity. A ce stade-ci on sait que
 pour tout b E U, {pI(b),.. . , pm (b)} C Uj Wj, et que chaque Wj contient le
 nombre adequat d'elements de {y: (b, y) E S} compte tenu de la multiplicity.
 Par exemple si r1 est "partie p-adique" d'une seule racine et que cette racine est
 de multiplicity 5 alors WI peut contenir disons deux elements mais la somme des
 multiplicites des racines correspondantes est 5. Or il y a une certaine continuity
 dans le procede explicite de Denef pour prelever un element d'un ensemble fini
 de cardinalite au plus m. Designons par Sk le procede de Denef et par Sk(E)
 l'element preleve dans l'ensemble fini E avec card(E) < m (voir [Del], preuve du
 lemme 7.1).
 LEMME 3.3.2. Soit E1 = fY1,...,Ys} C Q2p,fixe, 1 < s < m. Il existe s E R,
 5 > 0, tel que 6 < inf{lYk -YI |: k :& 1} et pour tout ensemble E2 = {Z1, Zt},
 1 < t < m, si E2 cUj B(yj, ) et Sk(El) = yj alors Sk(E2) E B(yj1,).
 D1MONSTRATION. Dans le procede Sk le choix d'un element se fait en passant
 successivement 'a des ensembles de cardinalite plus petite pour se reduire a un
 singleton. A une tape ou l' on fait diminuer la cardinalite, on choisit des elements
 de valuation minimale ou des elements appartenant a un translate minimal de Pk
 pour un ordre fixed (arbitraire) des translates et k > 2 qui depend de m seulement.
 Ce choix se fait parmi les elements disons wj dont on dispose si leur moyenne
 wD est nulle, sinon on effectue ce choix parmi les wj - wD et on choisit les wj
 correspondents. I1 y a quatre cas de figure: (1) pour tout j, wj 7& 0 et wj - wD #0;
 (2) pour tout j, wj #& 0 mais il y a un j (necessairement unique) tel que wj - w 0;
 (3) il y a un j (necessairement unique) tel que wj = 0 mais pour tout j, wj - w # 0;
 (4) il y a un j tel que wj = 0 et un k tel que wk - w = 0. Alors il existe Y' > 0
 tel que cY < inf{jwk - w1 I: k 7& 1} et pour tous Zl, -.,Zt, 1 < t < m, distincts
 tels que {z1,..., Zt} C Uj B(wj, 6') on a:
 Cas (1). I zi - wj I < os' entraine v (zi) = V (Wj), V (Zi - Z-) = V (Wj - Wv), Zi wj- E
 Pk et (zi - Z)(wj - wv)-l E Pk. On choisit alors les w;, ou les w; - wD, de
 valuation minimale ou appartenant a un translate minimal de Pk et on obtient
 un singleton ou un ensemble de cardinalite plus petite (voir Denef, ibid.) et les
 proprietes des zi assurent que zi est choisi parmi z1,... , zt par le meme procede
 des que Izi - wj IP < Y et que wj est choisi.
 Cas (2). Disons wI - = 0, alors Izi - wIP < 5' entraine v (zi) = V (Wj),
 v (zi - Z-) = V (Wj -FW) Si j + 1, et v (zi - z) > max v (w1 ), V (Wj), V (Wj - W): j +1}
 Alors on choisit les w;, ou les w; - w, de valuation minimale et on obtient un
 singleton ou un ensemble de cardinalite plus petite, et les proprietes des zi assurent
 la meme conclusion que dans le cas (1). Les cas (3) et (4) se traitent de favon
 semblable.
 En considerant toutes les configurations possibles pour le nombre d'elements
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 < m et chaque tape du procede Sk pour faire diminuer la cardinalite, il s'ensuit
 qu'il existe5s > 0 tel que5s < inf{ IYk -Yl IP: k:l 1} et pour tous zl,. . ., Zt, 1 < t < m,
 distincts, si {z1, ... , zt } C Uj B (yj, o) alors le process Sk preleve en meme temps
 zi parmi certains Zk et yj parmi certains Yi des que Izi - yj p < .s. Par exemple
 si 'a la premiere tape Sk choisit Yl, Y2 parmi E1 alors Sk choisira tous les zi tels
 que Izi - yi IP < j, j = 1, 2, et seulement ceux-la. Ainsi, de proche en proche,
 on atteint le stade oui il ne reste qu'un seul element de E1, disons yj, et alors
 Sk(El) = yj et tous les zi restants sont tels que zi E B(ybi). En continuant le
 procede Sk pour E2 on obtient bien Sk(E2) E B(yj1,). U
 Soit b > 0 donned par le lemme pour E {r, .. ., rh } et prenons Wj = B(r;,cb).
 I1 s'ensuit que pour tout b E U le prelevement successif des p(,B) pour les racines
 /B de G (X, b), compte tenu de la multiplicity, est adequat, i.e. si Pk (a) = rj alors
 Pk (b) E Wj. Par example reprenant la configuration suggeree ci-dessus, disons que
 ri est partie p-adique d'une seule racine de multiplicity 5 et que WI contient deux
 elements rj', r' tels que (b, r') E S et que la somme des multiplicites des racines
 correspondent 'a r' est 4 et 'a r' est 1. On a alors pi(a) p5(a) = rl et
 pj(a) + rI si j > 5. On sait que pi(b) = r' ou r', disons pi(b) = r'. Alors
 Pi (b) = = p4(b) et au moment de calculer p5 (b) il ne reste que r' pour
 s'appareiller 'a r1 dans le calcul de p5(a). On obtient donc p5(b) = r2 et on aura
 p1(b) rjr', pourj> 5.
 ?4. Exemple. On donne ici un exemple d'un ideal premier 9 de (F(Q2,) tel que
 l'anneau quotient F (Ql2)/ / n'est pas un anneau de valuation. Cet exemple en
 induit immediatement d'autres en dimension superieure, i.e. des ideaux de F(Q(,)
 avec la meme propriety, ce qui montre qu'on n'obtient pas en general la meme
 theorie elementaire que sur les courbes.
 Soit { E Q12, { p, 0, fixed tel que vp(Q) > 0, et soit (pn)nN (On)nN, fixes tel
 que pn, Un E An et Qp F= Pn(PnPm 1) et Q1p 1= Pn (nCm 1) quand n divise m. Soit
 E(x, y) l'ensemble de formules suivantes:
 f(x,y) :& 0, vP (x) > N,, Vp(y) > N2, Vp(y - Ax) > N3,
 vp(x) < Vp(y), vp(Mxn+l) > Vp ((&X _ y)fn),
 Pn I(X x )Pn), Pn' (Xan),
 tel que f E Qp [X, Y], f :8 0; n > 2; N1,N2,N3,M > 1. Par compacite, cet
 ensemble de formules est realisable dans une extension elementaire de Qp. Pour
 en realiser un sous-ensemble fini on prend les parametres n, Ni, M assez grands
 et un point (x, y) du plan p-adique assez pres de l'origine sur une droite assez
 pres de la droite y = Lx, et on utilise que les ensembles Pn sont ouverts. Pour
 x, y E *(Qp on utilise la notation x _ y pour signifier vp (x - y) > N, pour tout
 N E N. Soit x*, y* E Qp qui realisent E, i.e. tels que E(x*, y*) est vrai. On a alors
 x*,y* algebriquement independents sur Qp; x* 0, y* 0; (*1) y*(x*-1
 pour tout n > 2 et M > 1, (*2) vp(Mx*) > v p((- y*(x*)-fl)); et pour tout
 n > 2,P'((Q - Y*(x*) )pn) et Pn(X*on).
 LEMME 4.2. Les conditions E(x, y) axiomatisent le type de (x*, y*) sur Qp.
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 D1MONSTRATION. I1 suffit de montrer que la sous-structure Q.[x*, y*] de *Q2
 dans le langage d'elimination de Macintyre est completement determined. Verifions
 d'abord que la valuation p-adique v. est determined. On note qu'un polynome
 f (x*,y*) E Q. [x*,y*] peut s'exprimer comme un polynome en x* dont les
 coefficients sont des polynomes en { - y* (x* ) a1 a coefficients dans Q.,
 i.e. Q,[x*,y*] C ((v[ - y*(x*)-l])[x*]. Aussi, les conditions x* _ 0, ,
 -y * (x 0 et v. (Mx *) > v y * (x*)l)n) determinant la valuation v. sur
 - y*(x*)-l])[x*], 'a savoir que le semi-groupe de valuation en est Z E
 Nvv(. - y*(x*)-1) E Nv,(x*) de la facon naturelle. Plus precisement, soit f E
 Q [X, Y], f :& 0, f = ZaijX'YV, et soit f = ft + ft?i + + fm oui
 fi E QV [X, Y] est homogene de degree i, alors
 i (x*, Y*) = (E aj i-j (y * (x*)- )-Yi) (X*)i
 et E aji1j (y* (x*)yl )iU-j peut s'exprimer comme element de . - y* (x*>1].
 D'autre part, soit g E (QVL k - yy*(x*)y-i)[x*], disons g = bt(x*)t + bt+ i(x*)t+l +
 ... + bm(x*)m, oui bj E ?v[ - y*(x*)-l], on a vp(g) = v(bt(x*)t) = v(bt) +
 tv(x*) par (*2); disons bt = a,(, - y*(x*)-l)s + a,+j(i - y*(x*)-l)s+l + ... +
 akQ -y*(x*)-l)k, aj E Q., alors v(bt) = v(aS(Q - y*(x*)-l)s) = v(as) +
 sv - y* (x*)- 1) par (*1). Ceci montre que v. est completement determined sur
 (Qp[ -y * (x *) - 1 ]) [x*] D'autre part les predicats Pn sur -p [ -y * (x *) - 1 ] sont
 determines par la valuation vp et les conditions P, ((, - y* (x* ) -l)pn), comme
 dans le lemme 2.9 de [B2]. En appliquant de nouveau la discussion du lemme 2.9
 de [B2] avec la valuation de (Q(p [ - y* (x*1) - ]) [x*] et les conditions Pn (x* ,), les
 predicats Pn sont determines sur (p - y* (x*>1])[x*], et donc sur Q(p[x*, y*].
 .
 Soit 9 l'ideal premier correspondent au point (x*, y*), alors {f (x*, y*) f E
 F((12p} FV W((l2 ) /9 nest pas un anneau de valuation. En effet, sinon il devrait
 satisfaire la propriety du lemme 2.14. Or on a vp(x*) < vp(y*). Supposons
 f E (Q?2) tel que f (x*,y*)x* y*; alors f (x*,y*) y*(x*)l { et par
 continuity f (0,0 ) ={. D'autre part, par compacite, il existe un ouvert definissable
 U de (2 donned par un nombre fini de conditions appartenant 'a E(x, y), tel que
 pour tout x,y E U on ait f (x,y) = yx'-. On peut supposer que U est donned
 par les conditions suivantes: f (x,y) :& 0, 0 < vp(x) < vp(y), vp(x) > N, vp(y) >
 N, vp( - yx-') > N, vp(Mx) > vp(( - yx-l)n), Pj(( - yX-1)Pn), Pnjxon),
 ou M, N, n sont fixes. Or il existe a E Qp, a :& 0, a 7 {, et une suite (Xm, Ym) E U
 tel que YmXrn1 a et (XMI Ym) -- (0, 0). Mais alors par continuity de f on devrait
 avoir f (Xm, ym) -- a 7 {, ce qui est absurde.
 REMARQUE 4.3. La meme idee donne un exemple semblable pour le cas reel.
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